An Elementary Rigorous Introduction to Exact Sampling by Friedrich, F. et al.
Friedrich, Winkler, Wittich, Liebscher:
An Elementary Rigorous Introduction to Exact
Sampling
Sonderforschungsbereich 386, Paper 329 (2003)
Online unter: http://epub.ub.uni-muenchen.de/
Projektpartner
  	
 	 	
  
    	 
  

 
  	 
  

     	   
	  ! "#$%$# &'( 
 	
		



 
)  *+ 	  *   * 
	 , *+ 	  + '-    + 
+ *	- )      . /   
* 0.+ 	 *'' - 1  2  ' +*
'. '   * .  	. *
   ' -
  	

  	
  
    
    
	   
   	
      
  

            
   
 	    	  
 	   
       

     
 
  !   "    #
 

	 
      
 
  $
     	   

 
  
   
    %
       
    	
  	 &'(()*    	 

    "     
	   
 
   
 + 
	   
  " 
 "      	 &'((," -../*
        	    	 
    0    1   
   

  " "  
2	  	 
 " 

     
 &-../* 	"   
  	  

'

 	  
     
"      
   

 
	     
      
 &*"  
        
 



 " 
  3 
  
   
 
	  
	          
   4 	 5 	
      

		  	    
	    + 
	
   
	   	 &'((,*" 6'/7
4     5   
         $ 
 

      	
     	   	  6. '7 	
 
 
   
& * 8 ' $ 
 
  
 
      	

 9        6. '7 	
   
       	
  &   * 9   
6. '7    &  *    	    $  	
    
      
 && **
   
      


  & &  **
   
 $ 
 
      	
       2	
 &

*
 
   
   
         5 
	  
 


 
8  
 
 

8  

     

8  


8 

 
 



 
 
  


     

 

  



  
 
     	 	  	
  

&  * 	 . 
                     

                	2	
 	 
  
  
    "  
 8 
   

   	
   &*  
 
     "  
  	 
  
 
    	    

 	
  
 
 
  	" 
       &*  
&*     &'*

 6'/7"  :/' ;    
 	  
  
 	  	
    
 "   

   
  +	" 	
 

 

	5     	"  
      9 +

 	
    "  
    
  
&  

*   
     
    	1
 	  
'



 
&

*   & 1
*     &-*
&
 6'/7"  :/-*    & 1
*   



 1


8

   
& *
& *
-
    
  
 $ 2	
    

 
  
    
   
  	 .    &

  	 *
  .     ;" &-*     	 	"
      	  

  1
 
  
  	 .  
'




&

*   & 1
*     &/*
       	  
 	  
"   	  	   	 	
   	
   

     

 
    	 
  
   
     
  
    
&

*     &

*
 
" 

  &'*"          

	 

    	 
 	      
 	
    	 	  
    		 

   &
 


&

**& *   &/*  
	  " 
	   
         	 
 	 
     &&

**
 
   " 

 
            

   	  

 	   	  + ' $   &	
 
<
 :*             
5	 
  
	 $ 
     	    
 
   	 =...   
	    
 
5	  
       	
	  
  2	    
      
 "
   
5	  
   >?  <
    
   
 
5	    	 
"   	

  	    
       
 
      + '"   	 =...     
  
	    5	 + -    2	
 
+	 '9 5	    <    8 .=  
   
5	 &*"  ',.  & *"  /,.
 & *   =...  &*
2	 	  <	5
 	 
    	 
  	   2		  	 /..  !   "
/

   + '     
  	 @=..  
	  	
     
   	  
 
  
   
      
      
  6@1 )1 '.7"    
&'(()*     
   "      
+	 -9 
 A
    <
 	 "   
          
	   
 
+"   
    
 
  	
   	
          
   	  
 $ 
   	 '"  
	   

"      


























   

    & 

 *
+ 
  "     	 
&. '7   
 

   &  *"
 
 

	   
&. '7      

"  

       

 
 
   

   

8   
	    	  
	     8 /"
   

8 

  

  

 

  

8 

  

8 

  " 

	 
     9 A5  
 
   
 9    &. '7    &  * 8        
 


 
" 	   8 


     

   &  * 8 

 
&*  

 
&* 8  &  


9   *   
		 	 	
   &  *
 

 
&* 8 
 9 
 
&* 	   B  4 

 

    
   	 	  &. '7"   
 
98
 
 
"  

98 &

 

*  &

*
 
  	  

   
 
      + 	 
" 

:
  

   0   
	 	
    
   


 	 

 
   
	     
      
	 &-* $

  &'*"       	 
 

  
 
  
1  



 
   &:*
	    	 "    
     
 

B  

    
"  	 
  
 
             "
 	 2	
 &

*
  
    	   "   
     	
 



8  

     

8  


8 


 




 

  


     

 

  


 &,*
   "  	 "   
	
    
	

   "   "  &:*  	"   

  	
 
   

    
   
     
1      	
 
 



8  

     

8  


8  



8  

     

8  


&)*
        "   
	"   

 &,*  2	  

 
" 
	  &,*   
 
8 
	

	
     3 	  &:*"
  
 
8 
  
    &,*  
 &

*
  
 
$  5 
"       	 
   
 	
   
     !   "      
    & *  "    	 
  " 
    
      

  	 

  
     
  
   
 		         
  
      
      
	  
 
	
  	
         
    
        &* "       
 #
     
      #

!	 5    
	  
   
   	
   
            
   
  
 . "   ."  
  		  	Æ
 
   

"    
    . 
                
  
 


  	2	     .  

  
   
 
 

,
   
   
    	9 4     5

   
   
   	      
 B     
     
"        
  
 <
  
      
    . 
 
       		"         
 
 
 
     

    


      " 
    	 	

 
	 &'(((*
4 
   
  	      
     
             
 
   	2	 
	 4            9
 8 
 9      8  
 
8 &  *
!  
   
 	  C
  
      
              
	
         &  *  

      
B   

&;* 


 9 & * 8 

8  &  *      
   <	
  	     $ 
	   
 &* 8

   
 &  & **     	 
  
 
    	
   	  &  *   	5  &;*9
4 

        
     


 9 & * 8 

8



 	

  
 & &** 8  &  *


 


  
 & &** 8  &  *1
 	  

2	 ' 
  	  5  	
 	
<
      
  
"    	    "
 
     
     5    	
 	
   D 8 
 
    	   


  	
 	   8 
 
  
 D 8 
 

  	
2	

 8 &

*
  
8 &    

 
 
 

   *  &  *
 

    5 	     
 

  

" !   "   
 


  D 9 

8  

 !  

8

 
& 

*
  	 2	
    

" !  "   
 
  

 

   + 
   D      " 

	

& * 8 
	
Æ    Æ 

& * 8 
	


	

   &

& *

 !  
0  


8 


)
   &;*"  
         "  
 

  "

	
8 
	

& *"  	 '"    
        
   
  

 C   
   

         1       
  	
  
	             9 ;
  	 2	

    

     

   
   "  5  	     
  	 


& * 8 "
	            	

	   
      #



& * 

Æ 

& *     


& *     
                    
      	Æ
    

 E   
     	 
    
  



	
& * 8 


&

	
& ** 8 "             
     9 4  9           8 
& * 9     
     	  + 5    



   

 


   


   
"    
	2	 #

&*     

#

&* 98





 &@*
    


  #

&*   5 4 	 


8 
 9#

&*   8

  



  #

   5   1  
  5  #

&* 8 
 
  5 
 
        !	"    

      "
#
	
&* 8 
	


	

& * 8 
	

Æ 
	




& *
&=*
8 
	

Æ#

&*        	 .
 
     #

&*   
   
         	 
 



 5    
     

&+*  & * 8 '
;  &+* "   
     	  &+*    5
 	 	 

@
  
   &;*  &+*  
  &#

*
  
  

  
 
   
 
  
 F
      	 	
 	"  
  

     2	
 

     

"   "      

 

 C  "   
 &#

*
  
    
" 
	

  

     
	
  
#

  
    

 

 $" 
   8 
 
  	
 	"   
	

 #

"   "   3 &=*  &;*"
 

#

8  

#

8  

    #
	
8  
	

8  




& 

* 8  

#

8  

    #
	
8  
	

8  



& 

* 8  


 

#

8  

    #
	
8  
	

8 

 

  


 

#

8  

    #
	
8  
	


 
  
 

#

8  



#

8  

    #
	
8  
	
* 8  & 

  




        
 &#

*
  
  
4 	 	     5  
  	  
   
   
   

 
    
 
 
       
 8 

 	

  


 9 & * 8 

8  &  * 	
           
   	     
 
 #

  
! 
 
 "
 
	
  D 9#

&* 8  


8 
& *      &(*
 3   4 '"    	
 

"        &#

*
  
    
  6'/7"  :/'"  	2	  	  
  
   
"     #

 
 
   	  
 #  
 
 #
 

 

  	 2	 

      
 



  B    $

  


     
$

&* 8 	
   9   "    	
  


& * 8 "       
 	 $

&* 5  5     1 	     5
 2	   &+*  2	 
 
	
  D 9 $

&* 	 


8 '      &'.*
=
<	
      
   	  B #
 
 	2	
  
  
 
 

     

	   


  
"      "     
 + 
	 " 
		  
       - " 
 
 
&* 	
 
-
	


	
 $

&* 	 


   . F
  	
  
 
&* 
 
     $    

 C 

 
  
 8 .     + /       
	  
  &+* 
+	 /9 4 
 


    .
 $
       
     	

    

9
&* + 
            &  * 	
 

 	
	
&

     
 	
*  
 	
9 
 	

& * 8 
 	

&*


	 .
      -   &*  &+*  2	   
      
	 
  !      
    8 
' -  
 8

'- '-
'- '-

 
 8

'- '-


4 &%* 8 '- 8 & *     %&'* 8 '" %&-* 8 -"   C
  &'* 8 -"  &-* 8 '   %      
	 ! 
   C  
   
 &
 9 & * 8 * 8 '- 8  &  *"
     "   &;* 
       
	 
 &*  
 



&+* &  
*   
      9 $
(
  $

 5  	 3      9
   $
 
 5  	  " 	  

    &+*   	  
    
       
	    	    
      5
   	 
   5  	
   C 

 

        
  
   &* 
   
 
    
 


 9 $
 
&* 	 

	 .
 4 

8 
&  * 9        


& * 8 


&*     

 



& * 8 



Æ 


& * 8 



&*    
  &* 
 8 




	
&

     


* 9 



& * 8 



&*


9      

	 .
    	 



       	 .     	 - <"




 	 



      

      
   
	 



8 





Æ 



   

     







     


   
 	 3 	
"


 


	








	








	    	



	




     
	
	   
 
 '1  
       '  4  8 &    '*

 ' 0 
   
	    

     
 
"   . 
  &

 

 8 '* 	 


     
     		
     




 ! %   .   
  
 

$
 
 G 

  

$
 
 

 

$

 G 

8  

$
 
 

 

$
 
 


 <	  $
 
&*  G        
 


     " 
 

 


"   
  

 

 9 $
 
&*  G 

  

 9 $
 
&*    $

&*  G 


 

   $
 
&*    	   	Æ
    


     
 
"  "  

 $

&*   G   

     

  
  
      2	 
        
 
    '"   	 
   

 
'.
    & &+*  &* 
 ' ( 
 
 

  
       	 
 &*   
     
 
 #  

 <	  &*  3 4 -"     

$
 
	 

	 . 
4 / 
 

$
 
 

  

$
 
 


8

'  

$
 
	 


 .  
3 "   &+* " 	  &+* "  
 & * 8 ' <
    
   


8
	
 9      	
  


 8 '



     	 	 '    +    ;"  



8
	
 9 


 8 '



  

  
   
      	
   &


* 	
.     8     <
 


 


 2	   " 
 8 G '  


	


     



9 


& * 8 


&*

8  

 9 


& * 8 


&*

	  





	 .
 &*   
       
	     
   

  
 	    &*   	 		  


  


          >
	   		?
H	"   B  	  5   
 



  B"         

      

       6,7
  " 4   8 
' - ;      
 	 
   
 98

' & &
' ' '

 .  & '  ' 
 8

'
&G '

&
&G '


<    
 (          .
 '  -" 
    5 


   		 
$ 98 
   9 (

8 


A  
   (

 

 )        ) 8 
 
   & 8 ' 	 5
 

(

8 

8 ' (

8 

   

8 '&' &*


	 


	

&' &*&' '*

	

&'

	
8 '&' &*

&' &*&' '* G &'


8 '&' &*

' &&G ' -&'*


''

)&'* 8 '&' &*



 

' &&G ' -&'*


8
'&' &*
'&' &* G &&' '*



) 8

'&' &*
'&' &* G &&' '*

&&' '*
'&' &* G &&' '*


    	 
     & 8 '
    
  

 C   
 


  
	   
	    % 	
"  
 
       9     I   "     I 
 
5 4  *

"   "   
 	 
  	  I  

8 & *

*"   "   

 C  "
"  &&  *

* 8 * 8  &  *   C 	5  &;* 
    
	
   	 	
   
 C 
	5  &* 
  # F
  % '    
   B  4
 &  *   
  	  	   " 	
 
       	 	  I 8 6. '7  
&  *    &  *       
       . B
 	 
 

& *"     "  

 


     
   
      
 

Æ 

	
& * <
   
 
     

 "  
	        	 
 
     

"  B  

 
     

"    
 	"     
 	 

     
	
 +  
 
	   




   .  5     
	   

     
  	    

 
 % '"  
    + "    6. '7   
 

 
 &  *          

 
 

   
 


    
.   
 


    
 
 &  *  		
       



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

  

  
" 
       

	   
   
    	   
 



 
 

 


 9       "
     6. '7     
  	 


 
 &  *   


    
 

	  	"     
   

 

 9   
    "    2	 
     6. '7  
 	
 


 
 &  *
0  	   
	 
)   
 
  

  *
 
 
"  *
    "  
*
   $    5
"   
 	B9
'-
$     	 .        

8 & 

*
	
  
 + , 	- & &*
0   	      5    

	   % - +  	"  I 8 6. '7
 
" 	
 
 

	
"    "  
	
"   
	
& * 8 &  &

	
*
  
* 8 ,&  
 
	
*
 ,      6. '7 
	
    &*  	 	5
 
	         
  % ,   	    	    
 

    $ 	 	   
 

& * 8 &*

8


 

& * 8  &* 8 




 

& * 8 

  &&* 8 * 8


 &  *   & *
  
   	 

 
2	"  
   5

    .
/  
   Æ  -& * 8 ' 
 

 &  * 
 & *" 
 6'/7"  :   
 

& * 8 &*

 ' -& *
 	 	   
 
	


 
     
 


   .  
             
	"
      
   &     
  
  *  


     
 


   
   
	 
  !   

   

           	
  

  
 
%&    	
        
      
         


	      	
        0

1
	              01
F
    

 2	   
     
        
"          
  ' &*  		           

     
 

  

" & 

      

*  &

     

*      

 

 
  
   	    
   &. '*  &'".*   
'/
&*    8 
'

"    
    &*"  


5	 .  '  "  '    " 
" 
   .  "                 
  
  5  <
 :
0              	
  	      

                
  ( &*         		     & 7
 & *"   
&*      % )&*"      
 
      

   &      

8 G'    
	   /  
*
       
     9    
%&  % & *   - 
 

      
 

 
        
   	
 	   	
&* 	 
&* 	
   

  
  ) 4   
  	     
		 	
	
 

 

" 
    
     
&& 7* 
&& 7*     

&*  

&*        
>             
? + A
 	


 

      0
 	     
%& ! 2    
 
    
 

   & *
 
 	   	  &  *   & * 
    
 % ,   
	
  	   	 

"       $  	  
  
&  *  & *  
        ;"   
	 	
     "     

 	
     	"     	
  &'((/*"  6/7"  -"    
	9
  *   
   8 
 0 1 .     1 ."  1 .  0
A5     
 
 
 



 
 
 



 
 


 
 & *8 '- 8 & 1*  &1 *8 '- 8 &1 0*
 &. 1*8 '- 8 &. .*   &0 1*8 '- 8 &0 0*
    " 
" 
1 " 
.    " 
   

     <	  
       

 

" 

 

 	       & *"  &1 *"  &. *"   &0 *" 

   	 
 



8 1

8 



8 1 

8 0 

8 1 

8 0

8'-
 



8 .

8  



8  

8 . 

8 0

8'- 
':
     #  
  &

8 0* 8 '  

   &

8
0* 8 '-   5 
     5  
  59
<
 

 

   &

8 1* 8  &

8 1 

 
1 0* <
  &

8 1* 8 ."
  

	  &

8 1* 8  &

8 1 

8 0* 0   	  

<	      
 & * 
  
     0"       0      +  <	 	
  

 C  	
     	"  

& * 8
&  

*  &  *  & *      



&*  


& *  


&0*          
 
 

& * 8 ""   ."  
     "    
 

&* 8 " 8 
 

&0* 
	 5 
  	  

 
$        & *     
 0       	
   0 	
       
  
   
 
F 5   C       

 
	"  	 
   	    C	
	

    5 F
	 &	
* 	   

        " 
   	 &'((,* 
	     "    3 

       2	        


      
     
	        5 J   
4  
   -
        8 & 

*
 

>?  

 2

 >?  >? /  3   5  2

 3 3
   5 2	     
  	     	

5  $ &5* 
 -   
   	
4   
   8

 
2

  
5	      
 4    3 	

4& * 8 5

&6& ** 5 8


&6&** &''*
   	
 6      
  3 -   
 	  6 

 	  5        
 

+ 

   
 	       
 
 !         	  <
 -
4 7

  #
   2

     

 +   5 4 
4





 

  8 /

8 4

7

8 



7

8  

  8 /

&'-*
',
   
   3 
  

   5 
   /  3      	
8  3"   
       
 	
&'-*  2

   
5	   8 & 

*  	    
5	
 8 &

*  
 2	     
    /  
	
      
5	 "        5 
	  
       
 &  * 8

 
8&/*4

&  *       &'/*
  4

&  * 8 4





 

  8 /

      2	 E /  4

&  * 8 .
     4

 
     
 

  8  
  
  
 

  	  8  
 1 2	    	 
	  3     
 

 
   
" 

  
   
         

"  	 
  
  
  
    3    
    

     
 2	  
4    	   "  	   	  
	  
    
  + 	 ,$ - 4 	     
 
        	

  (     -
9 98 &9

*
 
    5   2

8 
' '   	

6& * 8 


 

 




9

 


   	 ." 9

   /   
  /    	 +
   
  &'/*   
  	  5

     <
 -  	  6'/7" ; /-'
&  6'/7" % /''*   
 


    


& * 8 K

+

8 '


+

8  

  8 /

8

' G 

 -


 

 9





  
     
  3 9  

8 ' 
 

&* 	 

& *
       
    	
  % ) 
	  

 

   
  E /"   
 
 
   /   

	    &'/*    	5
   ; - 
  
 


    


    
 
   
    


+  	   % ,   &*   (   	5
 
	     
')
 	

 	       
 5"     	Æ

 	"   
  "  
  "
  	 &   *  
	"  &* 
 		  "          $ 	
    	
   
 &'((=*  	  
	       
   	
	
  
	 &'(((*    &'((=* 	
 >	? 

   


L#
        
  
  !   "  5       C	
 
        	 
1  
  	  
	
      	"  	

 

          
5
 !" #
$
 &'(@:*
$
 9    !" #
$
" M	"  
	 
	 	       
	
6'7 ; A
  A +   	
 ( 4" :'
&'*9:,J@)" '(((
6-7 N$ + $ 	   
    

   	  $
" =&'*9'/'J')-" '((=
6/7 N$ +   
 <

 
  B 

  $
" -(9(/=J(@=" -..'
6:7 < +  F4   ;
 	  
  
	
  " ':&'-*9'=@J-.:" '((=
6,7 + +
     	
  	
 3 - ;A "
H  " 	
" " -../ 
6)7 $  
   

    
&'(()*" 
 ="  '/'J':/
6@7  F " < F
"  AN < 	
 

       &'(()*" 
 '"  'J'(
6=7  F " < F
"  AN <"  
 &
 &
  $
   
 <
  O "
4"  " 0 P" " 	" " '(()
6(7 N ;  A3   %
    
	  

 
  
 

 4 
 
  

" (9--/J-,-" '(()
'@
6'.7 $% F  < 4      
  &'(()*" 
 @"  '',J'/.
6''7 A$ F $ 

       
	     
 H	 	
" '((/
6'-7   BQ
 R	 
  B  $  F	
 
 " ''9('J(:" '(@:
6'/7    (  4 5  .   &

" 	 -@    	   < S"
3" " 0 P" '((,
6':7    (  4 5  .   &

" 	 -@    	   < S"
3" " 0 P" 
 " -../
'=
